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Introduction




Cette partie du cours aborde les éléments suivants :

1.
2.
3.
4.
5.
6.

Géométrie épipolaire et stéréoscopie

Matrice fondamentale (et matrice essentielle)

Estimation de la matrice fondamentale (algorithme normalisé a 8 points)
Reconstruction 3D

Rectification d’images

Appariement stéréoscopique (breve introduction)




Géomeétrie épipolaire et stéréoscopie




Conditions générales de la géométrie épipolaire (1)

Deux sténopés non-inverseurs observant une scene quelconque
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Conditions générales de la géométrie épipolaire (2)

La géométrie épipolaire concerne la géométrie projective
intrinseque entre deux vues d’'une méme scene prises de points
de vue différents.
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Conditions générales de la géométrie épipolaire (3)

La matrice fondamentale F encapsule cette géométrie intrinseque.

La matrice fondamentale est une matrice 3 x 3 de rang 2 reconsiruction 3D
(i.e. deux colonnes sont linéairement indépendantes).
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Conditions générales de la géométrie épipolaire (4)

Bien que F soit indépendante de la scéne, elle peut étre estimée a partir de
correspondances d’images de points dans celle-ci (et rien d’autre).

La géométrie épipolaire entre 2 vues est la géométrie reliée a
I'intersection des plans images avec le faisceau de plans ayant le
baseline comme axe de rotation.

Le baseline est est la droite joignant les centres de projection des
deux caméras.

Chaque point de la scene sous-tend un plan passant par le
baseline (voir figure a droite)
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Quelques définitions

épipoles : points d’intersection de la droite reliant
les centres de projection des deux caméras avec
les plans image

baseline : droite reliant les centres de projection
des deux caméras

plan épipolaire : plan passant par un point objet

dans la scéne et les centres de projection des deux

caméras (il y a un plan épipolaire par point objet).
Le plan épipolaire passe par les épipoles.

droites épipolaires : droites résultant de
I'intersection du plan épipolaire avec les plans
image des deux caméras. Dans chaque plan
image, il n’y a qu’une seule droite épipolaire par
point objet. Toutes les droites épipolaires dans un
plan image passent par I'épipoéle.
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On remarque que quand les axes optiques des
caméras sont paralleles, les épipoles sont reportés

a l'infini.

Les projections inversesc — x et ¢’ — x' sont
des droites (rayons) s’intersectant au point objet X



[I"

Dérivation géométrique de

Supposons qu’on connait seulement le point
image X. Ou X'se trouve-t-il?

Avec la figure de droite, on sait que X'est
dansleplan c — X —¢’'.

Le plan ¢ — X — ¢’ intersecte le plan image
de la caméra de droite sur la droite 1’ passant
par I'épipdle e".

Par conséquent, le point x' appartient ala
droite ['.

De maniere générale, il existe un mapping
entre un pointimage X de la caméra de
gauche et une droite épipolaire |’ de la
caméra de droite.
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Dérivation geomeétrique de la matrice
fondamentale
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Dérivation géométrique de

[

Etape 1: transfert d’un point via un plan dans |'espace

Supposons qu’un point objet X dans une scéne repose sur un

plan I qui ne passe pas par les centres de projection c et ¢’

< Plan
des caméras (voir figure a droite)

Le rayon passant par ¢ et le point image X de la caméra de
gauche intersecte le plan I1 au point objet X.

Hy

Le point objet X est ensuite projeté sur le plan image de baseline
I'image de droite. L'image de X dans le plan image de |a h b
caméra de droite se trouve sur la droite épipolaire ['. | -

Il existe une homographie Hj; qui effectue un mapping de x sur

!/
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Etape 2: construction de la droite épipolaire I
Etant donné I'image x’', la droite épipolaire [’ est donnée par:
'=¢' Q@& =[e'],%' (3)

ou @ est le produit vectoriel et [&'], I'expression matricielle

du produit vectoriel: va .
’ / baseline
0 —e3 —e, « b
[Ql]x - 6’3 0 —8’1
Y !
€ - €1 0

L'expression (3) vient de l'observation suivante. Soit [; = u @ v une droite. Le triple
produit ut (u ® v) = v'(u ® v) = 0 est nul. On conclut donc que u et v sont
sur la droite u @ v car utl; = v'l; = 0 pour des points appartenant a une droite.
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Etape 2: construction de |a droite épipolaire I’

Grace a I’homographie Hp on peut écrire pour X'

9:5’ = Eng (4)
En combinant (3) et (4) on obtient:
7T 711 17 =~
I'=[¢] Hpx (5)
Comme %'estsurl’, on a que:
¥ =0 (6)

En remplacant (5) dans (6) on a finalement que:

x'[e']y

I1

baseline
b
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Remarques sur la matrice fondamentale F

Comme [é'], estderang?2 et QH estderang 3, F estde rang 2.

Comme [é'], et H; ne dépendent que de I'arrangement géométrique des caméras, il en va de méme pour F .

()



Dérivation algébrique de |la matrice
fondamentale
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Dérivation algébrique de

[I™

Cette dérivation exprime [ en fonction des matrices caméras P et P’ (formées des paramétres

intrinseques et extrinseques).

Projecteur
Par la projection de perspective, le point image X est obtenu de: |

% = PX (9
Dans le repere “world”, un point sur le projecteur est : Plan image
%y =P*X (10)

-

Repére “world” 4,

ol P* estla pseudo-inversede P (i.e. PP+ =1).
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L'équation du projecteur passant par le point image et le centre de projection (les deux exprimés dans le

repere “world”) est, en observant la figure de droite :

X(w)=c+u(Prz-¢) (11)

En développant (11), on obtient :
X(w) = pPrx+ (1 —pi

Comme P*¥ contient déja un facteur d’échelle on peut
simplifier pour obtenir :

X)) =P*x+4ac (12)
On a aussi que P¢ =0 (i.e. 'image du centre de

projection est 'origine du repére camera qui est un
point dont I'image est indéfinie)

Repere “world”

-

Z

Plan image

i*lll
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Deux points sur le projecteurs (dans le repere “world”) sont :

[

+
&=
[0}
(o ol
[}

Les images de ces deux points sur le plan image de la caméra de droite sont :

Il“gz
|~

+
[

et

II“Qz
(o))

La droite épipolaire passant par ces deux points est donnée par :

[l
II'Qz
[}
X
II’Qz
[|™n

+
[

(13)
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Dans cette expression on remarque que (en revenant a (3), (4) et (5)) :

|

II“Qz
(o))
X
II“Qz
[
+
[

épipole

|

image de ¢ dans I'image de droite homographie mappant ¥ sur X'

(14)
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A partir de (14), on peut écrire :

Et donc :

avec

=
[l
1™
sl
+

(14)

(15)

ne dépend que des caméras et de leur arrangement

(16)

21



Matrice fondamentale pour une paire
de caméras calibrées
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Nous nous intéressons au cas de I'expression algébrique de la matrice fondamentale
pour une paire de caméras calibrées.

Pour simplifier, le repere “world” est confondu avec le repere caméra de la caméra de
gauche (tel que montré sur la figure). Dans ce cas, on peut écrire pour les matrices

cameras :

~

P=K[Il0] (17)

ligel
|

"= K'|R|] (18)

De (17) on peut écrire :

o N .

_ K1
£+ = [: ] (19) Caméra de gauche Cameéra de droite
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Si on revient a (14)

gu’on peut réécrire comme :

on a que :

=
~
”

[~

[N
03¢
1™
1™
[

(14)

(20)

(21)
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Avec (21), (19) et (18), on peut écrire pour la matrice fondamentale :

(22)

L'identité suivante :

[t]eM =M~ M~ ] (23)

permet d’écrire diverses expressions équivalentes pour la matrice fondamentale :

C=RTREH R =R TRRIRED, @4

[t
|
[
Ity
=%
[i==t
1=
b
I
i
=
=
[t
120
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Propriétés de |la matrice
fondamentale
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La matrice fondamentale satisfait la condition suivante:

X’

lies!
=0

=0 (25)

De plus, si #’ et x satisfont (25) ils sont R
coplanaires comme on peut le vérifier sur la o

planimage N planimage

fl g ure d e d ro |te gauche ‘ droit.

La coplanarité est la condition a satisfaire pour e ey e I | e
épipdles ' N

gu’ils soient en correspondance stéréoscopique. b

projection

baseline

Ce résultat est important car, grace a (25), il est possible de caractériser (et d’estimer)
la matrice fondamentale uniquement a partir d’appariements stéréoscopiques
valides sans connaitre les matrices caméras de la paire stéréoscopique.

Formulé autrement, méme si £ est indépendant du contenu de la scene, elle peut étre
estimée a partir de correspondances obtenues d’images de celle-ci.
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Propriétés de la matrice fondamentale

[

Propriété 1 :Si F est la matrice fondamentale de (E, E’) ,alors Ft estla matrice fondamentale de (g' E)

Propriété 2 : vV X dans I'image de gauche, la droite épipolaire dans I'image de droite est donnée par I = EJ_?

~

De plus, [ = Ft ¥' est la droite épipolaire de I'image de gauche correspondant a X'.

Proprlete 3: VX autre que €, la droite épipolaire correspondante l’ = EJ:C' contient I’ eplpole é'.0nadonc

~

que € (Fx) (e F)x— 0. Comme en général ¥ # 0, alors &’ “F=0.0ndit que &’ est le “null vector”

gauche de g De méme, Eé = (0 . On dit que & est le “null vector” droit deE

Propriété 4 :

[I™

est une matrice homogéne de rang 2 avec 7 degrés de liberté.

Propriété 5 : Si

[I"

¥=0.

(12

et g' sont des points images en correspondance, alors X'

Propriété 6 : =
correspondant a X'.

II'T.Iz
ligs !

X est la droite épipolaire correspondanta ¥ .l = F"' X' est la droite épipolaire
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¢’ = 0 (i.e. les épipdles sont les “null vectors” droit et gauche de F .

€=0et Ft

[

* Propriété7:

Propriété 8 : diverses expressions pour F':

matrices caméras générales:
(25)

matrices caméras canoniques (P = [I [0] et ' = [M |m]):

F=[e1,M=M"el, ot ¢g=m e é=M'm (26
matrices caméras non a I'infini (i.e. focale non infinie P = K[I|0] , P’ = K’|R|t] )
F=K""[f,RK* = [K'f] K'RE* = K"~ RK‘[KR'] (27)
= = == = =lx= == = == l== =l
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* Propriété 9: F posséde 7 degrés de liberté

- 13 est une matrice 3 x 3 et possede donc 9 composantes. Or, seulement 8 rapports entre les composantes
sont indépendants parce que I’échelle n’est pas pertinente. F vérifie aussi la condition det(F) =0 carla
matrice est singuliére. On a donc 9 degrés de liberté -2 contraintes = 7 degrés de liberté.

* Propriété 10: F est une corrélation, c’est-a-dire une opération qui effectue le mapping d’un point vers une
droite. Par conséquent, un point ¥ dans I'image de gauche définit une ligne droite [’ dans I'image de droite.

Si [ et ['sont des lignes épipolaires correspondantes (voir
figure) alors n’importe quel point ¥ surl est mappé surl’.
Ceci signifie qu’il n’y a pas de mapping inverse et [ n’est
pas une corrélation propre (qui devrait pouvoir étre
inversée).
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La matrice essentielle
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La matrice essentielle est une spécialisation de la matrice fondamentale au
cas ou les points images sont exprimés en coordonnées normalisées.

Historiguement, la matrice essentielle a été proposée avant la matrice
fondamentale. La matrice essentielle possede moins de degrés de liberté que
la matrice fondamentale et jouit de propriétés additionnelles.
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Coordonnées normalisées
Soit une matrice caméra exprimée comme:
P = K[R)] (28

et soit un point image obtenu par projection de perspective :

Rad]
[l
[~
[><

(29)

Si la matrice de parametres intrinseques est connue (par calibrage
par exemple), on peut écrire :

1)
Il
[l

A
[0

(30)
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avec (28), (29) et (30), on peut écrire :

% = |R|t]X (31)

On dit que £ est exprimé en coordonnées normalisées.

On peut considérer ce cas comme celui d’'une caméra pour laquelle Ia
matrice des parametres intrinseques est la matrice identité [ (i.e. la
matrice cameéra est P = [R|t]) ce qui revient a dire que la focale du stenopé
est 1, gu’il n’y a aucune distorsion et que I'échelle est également unitaire.

La caméra K~'P = [R|f] est appelée “caméra normalisée”.
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Considérons maintenant deux caméras normalisées :

0] P = [RI]

(32)

(33)
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Supposons maintenant que X et #'soient en correspondance dans la paire
stéréo. On définit E comme:

X E;_z =0 (34)
En remplacant z et 2’ par leur expression (voir (30)) dans (34) on obtient :
¥R TER 2 =0 (35)

Finalement :

(36)
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Propriétés de la matrice essentielle :

* La matrice essentielle E = [£],R compte 5 degrés de liberté : 3 rotations
et 3 translations, ce qui fait 6 degrés de liberté. Comme la matrice
contient un facteur d’échelle arbitraire, le nombre de degrés de liberté
se réduit a 5.

* Une autre propriété que nous énoncons sans la démontrer est qu’'une
matrice est une matrice essentielle si et seulement si deux de ses
valeurs singulieres sont égales et la troisieme est nulle (preuve dans
Hartley et Zisserman p. 258)
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Estimation de la matrice
fondamentale — considérations
geénérales
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En général, on nutilise pas les expressions algébriques (27) pour calculer £,
mais on utilise plutot des correspondances stéréoscopiques dans les deux
images pour l'estimer.

Onavuque:

[
[I™
[
[l
(a»]

pour toute paire de correspondances x et &' .

~

La propriété 7 stipule que F possede 7 degrés de liberté. Si on dispose
d’'un nombre suffisant de correspondances, il est possible d’estimer F
avec I'équation (37).

(37)
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Si, pour une correspondance x et ', on écrit :
x=x y 1 ="y 1

a7
I

En utilisant (37), pour chaque correspondance on peut écrire I'équation

suivante :

x'xfir+ X' yfio+x fizty' xfor+y' vty fastxfzntyfizt+f33=0

On peut simplifier (39) en rassemblant les f; dans un vecteur:

f:[fn fiz  fi3 fa1 f22 fazs fz1 fs2 f33]t

(38)

(39)

(40)
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'équation (39) devient :

[x'x x'y x' y'x yy ¥y x y 1f=0 (41)

Si on considere “n” appariements, on peut écrire un systeme d’équations
linéaires homogene pour lequel le vecteur f est I'inconnue a déterminer:

x'yx; xyy; X1 Y% Yoy Yy, ox oy 1
' ' : : P fox1 =10 (42)

nxo9

énx9f9x1 — : : : :
/ !/ !/ ! / !/
X1X1 X1Y1 X1 Y{%1 Y1 Y1 x1 y1 1

Le systeme (42) permet d’estimer 4 a un facteur d’echelle pres. Pour qu’une
solution existe, 4 doit étre au moins de rang 8. Si le rang est exactement 8, Ia
solution est unique et peut étre obtenue par des méthodes de solution de
systemes linéaires (la solution est le générateur de I'espace nul droit de 4 ).
Ceci n'est valable que s’il n’y a pas de bruit dans les données images.
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En général, les données images z et %' sont bruitées et le rang de 4 est plus
grand que 8 (il est de 9 car la matrice possede 9 colonnes). Il faut procéder par
moindres carrés sur un systeme surdéterminé (i.e. plus d’équations que

d’inconnues). Lapproche est similaire a celle utilisée pour estimer une
homographie.

La solution par moindres carres pour f est le vecteur singulier correspondant a
la plus petite valeur singuliere de 4, c’est-a-dire la derniere colonne de v dans

svd(4) = UDV! (43)

Dans ce cas, la solution trouvee pour f minimise ||Af|| soumis a la condition
Ifll =1

42



Contrainte de singularité de F

Une propriété importante de F est qu’elle est singuliere de rang 2. De plus, les
“null spaces” droit et gauche de £ sont générés par les épipbles (proprieté 7)

La plupart des applications de F reposent sur le fait qu’elle est de rang 2.

Or, en pratique, quand on estime F par moindres carrés tel que discuté ci-
dessus, il est rare que le résultat obtenu soit de rang 2.

Avant d’utiliser F, il faut s’assurer que son rang est bien 2.
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La methode la plus pratique de rendre F de rang 2 consiste a corriger la
solution obtenue pour 4 par décomposition en valeurs singulieres. Dans ce

cas, F estremplacé par F’ qui minimise la norme de Froebenius||E — E'|| sous
la condition que det(F') =0 .

Une facon d’effectuer cette opération est d’exploiter la décomposition en
valeurs singulieres a nouveau.

UDV*la décomposition en valeurs singulieres de F ou D = diag(r,s,t)

Soit F
r>s>t.Alors

davec

1™
II"n\z

minimise ||

(44)
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Estimation de la matrice
fondamentale avec I'algorithme
a 8 points normalisé
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La méthode la plus pratique pour estimer F a partir de “n” correspondances zox’

avec (43) est I’algorithme a 8 points normalisé.

En prenant certaines précautions assurant la stabilité numérique de la solution,
cet algorithme a 8 points fonctionne généralement bien.

La clé de I'algorithme a 8 points réside en une normalisation adéquate des
données (i.e. les paires de correspondances <%’ ) avant de construire le systeme
(42) puis de solutionner par décomposition en valeurs singulieres.
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Algorithme a 8 points
Objectif :

En supposant que I'on dispose den > 8 correspondances {%,0x' }
calculer Ftelle que #''F %, =0 V 0%, € {ZoF;}.

=

Dans ce qui suit, nous allons détailler les étapes de I'algorithme a 8 points
selon ce qui est proposé par Hartley et Zisserman.
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Algorithme a 8 points

Etape 1 : Normalisation des données. Cette opération consiste a
transformer les données d’entrée %; et %', de sorte que:
’ (45)

i

!

[~
[

1
;=

||~
[0

Xi = i

Les matrices et Z' consistent en une translation et une mise a

I’échelle

[~

La translation fait en sorte que l'origine des points en correspondance
soit située en leur centre de masse.

La mise a I’échelle fait en sorte que la distance RMS (racine carrée de |la
moyenne des distances au carré) des points a l'origine des points en

correspondance soit /72 .

n
1
dws = |~ ) 1IE- = ol (46)
1

V
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Algorithme a 8 points

* Etape 2.

A) Calculer la matrice fondamentale F avec les correspondances
normalisées {#;o%";}, (n=8)

est le vecteur singulier correspondant a la plus petite valeur singuliere de
(voir (42) et suivantes) (i.e. la derniere colonne de ¥ dans svd(4) = uby*)

F
A

B) Correction de : remplacer F par £’ tel que det(£') =0 en se basant sur
(44).
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Algorithme a 8 points

Etape 3 : Dénormalisation
Calculer (en utilisant 77 et

[~

(47)

(48)

(49)
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Remarque importante :

'algorithme décrit ci-dessus minimise I'erreur algébrique. Il existe des
algorithmes pour minimiser I'erreur géométrique (Hartley et Zisserman p.

284)

Résultat complémentaire (sans démonstration):

Les matrices caméras correspondant a la matrice fondamentale d’un
arrangement stéréo sont données par les expressions suivantes (Hartley et
Zisserman p. 256)

(50)

||~
|
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| |
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