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Solutionnaire | Calcul des valeurs propres par I'algorithme itératif QR

1. Nous avons:

A1 =RQ=(Q 'QRQ=0Q "(QR)Q =Q 'AQ,

On peut conclure de ce calcul que A1 et A sont bien des matrices semblables (cf. Définition Page
301 du livre). Selon le Théoreme 4.22 (cf. Page 302), A1 et A ont les mémes valeurs propres.

2. En utilisant Gram-Schmidt, nous obtenons :
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Apres normalisation, nous obtenons la matrice Q
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Ce qui donne finalement pour la matrice R :
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On conclut qu’effectivement A et A1 ont les mémes valeurs propres.
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3. Montrons que An et An1sont semblables pour tout n.
An — Rn—lcgn—] = (( ;ilcgn—l)Rn—l(zn—l — 62;i1(62n—1Rn—1)C2n—1 = C);ilAn-lc?n—l-

4. Les calculs de A1 a As donnent :
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On constate que les matrices Ak convergent vers une matrice triangulaire supérieure U.

5. Les éléements sur la diagonale de U représentent donc les valeurs propres de la matrice A.

6. a)
a—an= i 0[S 2 Ly ngn[ie2 00
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Ay = QuRy = :(1)82 _(1)83 :_3'93 jg = Ay =0x ~ 382 :(1)8:1))
Ay = QsRs ~ :(1)8(1) _?8(1) :_4'03 _?83 = As=RsQs = 38? —(1)82
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Les valeurs propres de A sont approximativement 4.03 et -1.00.
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b)
0.45  0.89] [2.24 1.34 220  1.40
A_QR’”[().SQ —0.45” 0 0.45] - Al_RQ”[o.zlo —0.20]
[—0.98 —0.18] [—2.24 —1.34] [2.44 —0.92]
A=~ —0.18 098] | 0 —0.45) = Ay =Rith = 0.08  —0.44]
[—1.00 —0.03] [—2.44  0.93] [2.41 1.01]
Ar=Qafa~ 1 g03 o0) | 0 —o0ar] T A TR0 g
(—1 0] [-2.41 —1.01 2.42 -1
AS_Q3R3”_ 0 1” 0 —0.42] = A4_R3Q3”[ 0 —0.42]
[—1.00 0.00] [—-2.42 1 2.41 1
A4_Q4R4”_ 0.00 1.00” 0 —0.41] - A5_R4Q4”[ 0 —0.41]'
Les valeurs propres de A sont approximativement 2.41 et -0.41.
C)
024 —0.06 —0097| [4.24 0.47 —0.94
A=QR~ | 024 097 0 0 1.94 126 =
—0.94 023 —0.24 0 0 0.73
2.00 0 —3.89
Ay =RQ =~ |—0.73 2.18 —0.31
—0.69 0.17 —0.18
—0.89 —0.33  0.30] [-2.24 0.76  3.32
A =Q,R;~ | 033 —0.94 —0.07 0 —2.05 157 =
031  0.03  0.95 0 0 —1.31
327 0.13 244
Ao =RiQ; ~ |-0.18 198 164
—0.40 —0.04 —1.25
—0.99 —0.05 0.12] [-3.3 —0.03 —2.47
Ay =QsRy~ | 0.06 —1.00 0.01 0 —1.99 —1.8! =

0.12 0.02  0.99 0 0 —1.31

2.96 0.16 —2.86
A3 = RoQo = | —0.33 1.95 —1.81
—-0.11 —-0.02 —-0.91
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—0.99 —-0.11 0.04| [—2.98 0.06 2.61
As =Qs3R3~ | 011 —-0.99 0.01 0 —1.95 210 =
0.04 0.01  1.00 0 0 —1.03

3.07 0.30 2.49
Ay = R3Q3 ~ |—0.14 1.96 2.09
—-0.04 —-0.01 —-1.03

-1 -0.04 0.01}| |-3.07 —-0.21 -241
Ay = QuRy = 0.04 -1 0 0 —-1.97 =220 =
0.01 0 1 0 0 —0.99

3.03 034 —-245
As = RyQy~ | —0.12 1.96 —2.21
—-0.01 0 —0.99

Les valeurs propres de A sont approximativement 3.03, 1.96 et -0.99.

d)
0.45 0.72]
224 —3.13 —224 3.00 —1.07
A=QR=~ 0 0.60 [ 0 a3r o] :>Al—RQz[ 0 200]
—0.89  0.36] '
1.00 0.00] [3.00 —1.07 3.00 —1.07
A= Qb & [o.oo 1.00] [ 0 2.00] = ‘42R1Q1”[ 0 2.00]'

Les valeurs propres de A sont approximativement 3, 2 et 0.

7.
2 1 = 8 2 21
A=QR=| VP {] [\/3 \(] :>141RQ[§ _?2]
2 1 1 8 9 3
Ay =Q Ry =] ¥ \Zf] [\f \f] :>AQR1Q1%[ ]A.
—7= —=l L0 V5 -1 -2

L’algorithme échoue et ne converge pas car les deux valeurs propres de A, qui sont -1 et +1, car
elles n’ont pas des modules distincts.
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On décale la matrice d’origine et on exécute la méme approche sur la nouvelle matrice :
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Br=@QiR= g0
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By = Qoo = 0
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1.02 19 4
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1 19 —4
—01] :’Eﬁ“ﬁbQQ“’[(J —01]'

Les valeurs propres de la nouvelle matrice B sont approximativement 1.9 et -0.1, donc les valeurs
propres de la matrice d’origine A sont approximativement 1.9 -0.9=1.0et-0.1-0.9=-1.0.




